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MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

Veremos adiante alguns MODELOS
PROBABILISTICOS PADROES, que nos auxiliarao

em diversas situacoes praticas.



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
1. DISTRIBUI(;AO BINOMIAL

Trata-se de uma distribuicao de probabilidade adequada aos experimentos
que apresentam apenas dois resultados possiveis: sucesso ou fracasso.
Fornece a base para inferéncias sobre proporcoes.

HIPOTESES DO MODELO BINOMIAL

1. O experimento é repetido A vezes nas mesmas condicoes.

2. Os resultados das repeticoes sao independentes, ou seja, uma repeticao
nao interfere nas subsequentes.

3. Cada repeticao admite apenas dois resultados: sucesso ou fracasso.

4. As probabilidades de sucesso “p” e de insucesso “@” (g=1-p) se mantém

constantes durante as repeticoes.

Por exemplo:

a) Lancar uma moeda 5 vezes e observar 0 numero de caras.

b) Numa linha de producéo, observar 10 itens tomados ao acaso e verificar o numero de
defeituosos.

c) Verificar o numero de bits que nao estao afetados por ruido num pacote com n bits.



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
1. DISTRIBUICAO BINOMIAL

Define-se a VARIAVEL BINOMIAL X como 0 humero de sucessos em n
repeticoes do experimento. A expressao geral da Distribuicao Binomial é:

P{X = x} = [“]p“q"‘“

X

NOTAS: | |
1. O nome BINOMIAL se deve ao fato da expressao acima corresponder ao

termo geral do desenvolvimento do BINOMIO DE NEWTON.

2. Para p=0,5 a distribuicao é simétrica. Para P<0,5, a distribuic¢édo tem
Inclinacao para a direita.

3. No caso de n grande (n = 30) e p nao muito pequena nem muito
grande (valores centrais, com alguns autores recomendando np>5 e ng>5),
a DISTRIBUICAO BINOMIAL pode ser aproximada pela DISTRIBUICAO DE
POISON, que sera vista adiante.




MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

1. DISTRIBUICAO BINOMIAL

PRINCIPAIS CARACTERISTICAS DA DISTRIBUICAO BINOMIAL
Média p, = E{X} =np e Varianciac?, =V{X}=npq.

No EXCEL
Funcao DISTRBINOM(num_s : tentativas ; probabilidade_s ; cumulativo), onde
num_s: numero de sucessos
tentativas: numero de tentativas independentes
probabilidade_s: probabilidade de sucesso em uma tentativa
cumulativo:. um valor légico que define o tipo de distribuicado:
VERDADEIRO (1): retorna o valor da func¢ao de probabilidade acumulada P(X < num_s)
FALSO (0): retorna o valor da funcdo de probabilidade no ponto num_s: P(X = num_s)

EXEMPLO: Uma moeda néo viciada ¢é lancada 5 vezes. Encontre a probabilidade de:
a) dar exatamente 3 caras

b) pelo menos uma cara

C) no maximo 2 caras

d) calcular o valor esperado e o desvio padrao



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
1. DISTRIBUICAO BINOMIAL

EXEMPLO: Uma moeda ndo viciada € lancada 5 vezes. Encontre a probabilidade de:
a) dar exatamente 3 caras

b) pelo menos uma cara

C) N0 Maximo 2 caras

d) calcular o valor esperado e o desvio padrao

SOLUGAO: Seja X a variavel BINOMIAL com os parametros: n=5, p=1/2 (e portanto q=1/2).

| 3 2
a) Desejamos P{X = 3} = C(5,3)x(1/2)(1/2)? & P{X=3}= % X {%J X {%J e portanto

P{X =3} =10x(1/2)° =10/32 = 31,25%

No EXCEL, a chamada a funcdo DISTRBINOM(3;3,50%,0) fornece o valor 0,3125.

b) Desejamos P{X > 1} que é o mesmo que 1 - P{X <1}, equivalente a 1 - P{X =0} =1-0,03125 = 96,88%

No EXCEL, a fungdo 1-DISTRBINOM(0,5;50%,0) fornece o valor 0,96875.

¢) Desejamos P(X < 2) que equivale a P{X =0} + P{X =1} + P{X = 2} = 50%

No EXCEL, a chamada a funcao DISTRBINOM(2,5;50%;1) fornece o valor 0,5000.

d) E{X} =np e portanto E{X} = 2,5 caras, e V{X} = npq = 5/4 =1,25 . Logo DesvPad{X} = 1,12 caras.
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2. DISTRIBUICAO DE POISSON

A distribuicdo de Poisson é uma aproximacido da DISTRIBUICAO
BINOMIAL, quando o numero de repeticoes n € muito grande
(tende ao infinito) e a probabilidade de sucesso p do evento, em
uma tentativa, € muito pequena (tende a zero), mantendo-se
constante, finita e ndao nulo o produto entre n e p (média dos

sucessos).

Considere as situacdes em que se avalia 0 numero de ocorréncias de
um determinado evento por unidade de tempo, de comprimento, de
area ou de volume (genericamente denominados de area de
oportunidade). Em muitos casos, conhece-se o0 nlimero de sucessos,
mas as vezes é muito dificil ou até mesmo impossivel determinar o
numero de fracassos. Imagine por exemplo, 0 numero de automoveis
gue passam por uma esquina: pode-se anotar o numero de veiculos
gue passaram num determinado intervalo de tempo, mas nao se pode
determinar quantos deixaram de passar.




MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
2. DISTRIBUICAO DE POISSON

A distribuicéo de Poisson e aplicada nos tipos de situacoes em
gue nos interessa 0 nUmMero de vezes em gque um evento pode
ocorrer durante um intervalo de tempo ou em determinado
ambiente fisico (area de oportunidade). Tomando como
referéncia o numero de ocorréncias em determinado intervalo de
tempo, em um processo de Poisson podem ser observados
eventos discretos num intervalo de tempo, de tal forma que,
reduzindo suficientemente este intervalo, tenhamos:

HIPOTESES DO MODELO DE POISSON

1. A probabilidade de observar apenas um sucesso no intervalo e estavel.
2. A probabilidade de observar mais que um sucesso no intervalo é zero.
3. A ocorréncia de um sucesso em qualquer intervalo € independente da

ocorréncia de sucesso em qualquer outro intervalo.



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
2. DISTRIBUICAO DE POISSON

A distribuicao de Poisson e caracterizada apenas pelo parametro A,
que representa o valor esperado ou media, do numero de
sucessos por intervalo t. Em outras palavras, A é a taxa de
ocorréncia dos eventos no intervalo de tempo.

A funcao de probabilidade da distribuicao de Poisson é:
e—hh:{
X!

P{X =x} =

e é uma constante (base do logaritmo neperiano) valendo 2,718...
4 & 0 niUmero esperado de sucessos no intervalo considerado
X ¢ o numero de sucessos (x=0, 1, 2, ...,0.)



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

2. DISTRIBUICAO DE POISSON
PRINCIPAIS CARACTERISTICAS DA DISTRIBUICAO DE POISSON
Média n, = E{X} =L e Varianciac?, = V{X} =L

No EXCEL
DIST.POISS5ON (x ; média ; cumulativo), onde
X. numero de sucessos
media: valor esperado no intervalo
cumulativo. um valor légico que define o tipo de distribuigao:
VERDADEIRQ (1): retorna o valor da funcdo de probabilidade acumulada P(X < x)
FALSQO (0): retorna o valor da func¢ao de probabilidade no ponto x: P(X = x)

EXEMPLO: As consultas a um banco de dados ocorrem de forma independente
e aleatoria, a base de 3 consultas por minuto. Calcule as probabilidades:

a) no proximo minuto ocorrerem exatamente 3 consultas
b) no préximo minuto ocorrerem menos de 3 consultas
C) nos proximos dois minutos, ocorrerem mais do que 5 consultas

10



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
2. DISTRIBUICAO DE POISSON

EXEMPLO: As consultas a um banco de dados ocorrem de forma independente e aleatodria, a
base de 3 consultas por minuto. Calcule as probabilidades:

a) no proximo minuto ocorrerem exatamente 3 consultas

b) no proximo minuto ocorrerem menos de 3 consultas

C) nos proximos dois minutos, ocorrerem mais do que 5 consultas

SOLUGAO: Seja X a variavel Poisson com ocorréncia média de 3 consultas por minuto (A=3)
a) Desejamos P(X = 3) = [e. 33)/3! =22.4%

No EXCEL, a chamada a funcdo POISSON(3;3,0) fornece o valor 0,22404.

b) Desejamos P(X < 3) = P(X <2) = P(X=0) + P(X=1) + P(X=2) = 42,32%

No EXCEL, a chamada a funcao POISSON(2;3,1) fornece o valor 0,42319.

¢) Observe que a unidade de tempo alterou de 1 para 2 minutos. Como a taxa meédia € de 3 por minuto, entdo em
dois minutos teremos A=6. Desejamos assim P(X > 3) =1-P(X <3) = 1-0,44568 = 55,43%

No EXCEL, a chamada a funcao 1 - POISSON(35;6,1) fornece o valor 0,55432.

11



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

3. DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

Todo fendmeno aleatorio descrito por esta distribuicao se caracteriza
pela total imprevisibilidade e assimetria, mesmo gue se conheca seu
passado, por isso ela tem grande aplicabilidade em sistemas de filas.
A distribuicao exponencial e muito utilizada na modelagem de
tempos decorridos entre dois eventos, particularmente se estes forem
causados por grande guantidade de fatores independentes.

A distribuicao Exponencial também é importante na teoria da
confiabilidade, pois serve para descrever as caracteristicas da vida
util de certo componente, principalmente, os eletronicos. Destaca-se
ainda, para esta aplicacao, que esta distribui¢ao nao tem “memoria”,
Isto &, pode ser usada para modelos de duracéo de vida que néao
desgastam com o tempo. Sendo assim, um componente NOVo nao €
mais confiavel do que outro que ja esteja em funcionamento.

12



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
3. DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

Se 0 numero de ocorréncias de um evento por unidade de tempo seguir a
Distribuicao de Poisson, entdao automaticamente a distribuicao do intervalo
de tempo entre ocorréncias do evento segue a DISTRIBUICAO
EXPONENCIAL. Assim, se A € a taxa a qual ocorrem eventos de Poisson, a
distribuicao do tempo entre chegadas sucessivas é expressa por:

f(x)=Ae ™,x >0

A distribuicao exponencial também é caracterizada apenas pelo parametro A,
que representa a taxa de ocorréncia dos eventos no intervalo de tempo.
A funcao de probabilidade acumulada da distribuicdo exponencial é:

P{X <a} = [ Ae ™dx =1-e™

onde:
€ e constante de Euler (base do logaritmo neperiano) valendo 2,71828...

A é ataxa de ocorréncia do evento por unidade de tempo
X e 0 tempo entre chegadas sucessivas

13



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

3. DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

PRINCIPAIS CARACTERISTICAS DA DISTRIBUICAO EXPONENCIAL
Médiap, =E{X} =1/ e Varianciac?, =V{X}=1/A.
No EXCEL
Funcao DISTEXPON(x ; lambda ; cumulativo), onde
X. intervalo de tempo entre chegadas sucessivas
lambda: inverso da taxa de chegada por unidade de tempo
cumulativo: um valor légico que define o tipo de distribui¢do:
VERDADEIRO (1): retorna o valor da func¢ao de probabilidade acumulada P(X < x)
FALSO (0): retorna o valor da funcao densidade de probabilidade no ponto x: P(X = x)
EXEMPLO: Carros chegam a um posto de gasolina aleatoriamente a cada 2

minutos em media. Determine a probabilidade de o tempo entre chegadas ndo
exceder 1 minuto.
SOLUCAQ: Seja X a variavel Exponencial que representa o tempo entre chegadas. Queremos determinar:

P{Xs1) com A=1/2, o que implica em calcular [;(1/2)e™"? . Note que primeiramente & necessario converter a

taxa de chegadas por unidade de tempo para a mesma unidade de tempo empregada no valor da variavel do
problema.

No EXCEL, a chamada a funcao DISTEXPON(1;1/2;1) fornece o valor 0,3935 ou 39,35%.
Note que se x=1/2 (de 2 minutos) e A=1 (em 2 minutos), DISTEXPON(1/2;1;1) também retorna 39.35%.

14



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

3. DISTRIBUICAO EXPONENCIAL

Existe uma forte relacao entre a distribuicao Exponencial e a distribuicao de
Poisson. Se uma variavel aleatoria x de Poisson tem média de A ocorréncias
em um intervalo de tempo, entao o intervalo de tempo T entre ocorréncias
segue uma distribuicao exponencial € tem média de 1/A.

EXEMPLO: Uma maquina opera, em média, durante 2 horas sem necessitar de
paradas para reajustes de configuracao. Considerando-se que esse fenomeno
possa ser representado por uma distribuicdo Exponencial, qual é a
probabilidade dela funcionar durante 1h sem paradas?

P(X>1h)=?
E(x)=1/A=2 - A=0,5
P(x > 1h) = 05" = 0,6065 = 60,65%

Usando o Excel:
P(X21) =1 - DISTR.EXPON(1;0,5;1) = 60,65%

15



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

4. DISTRIBUICAO NORMAL

E considerada a distribuicio de probabilidades mais importante, pois permite

modelar uma infinidade de fen6menos naturais, e alem disso, possibilita

realizar aproximac0es para calcular probabilidades de muitas variaveis

aleatdrias que tém outras distribuicdes, tais como a BINOMIAL (n = 30, np>5

e ng>5). Também conhecida como distribuicdo de GAUSS, € muito importante

também na inferéncia estatistica.

A distribuicao Normal é caracterizada por uma FUNCAO DE DENSIDADE DE

PROBABILIDADE cujo grafico descreve uma curva em forma de sino, que

evidencia maior probabilidade.

Funcéo Densidade de Probabilidade da Distribuicao NORMAL

1 X 2

fx)= | _e2 9
o~/ 21

n |
.

onde:

M = média da distribui¢ao

O = desvio padrao da distribuicao
T e € sdo constantes (3,1416... e 2,718..) 16



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

4. DISTRIBUICAO NORMAL
PARAMETROS DA DISTRIBUICAO NORMAL

Média ou Valor Esperado p, = E{X} =n e Varianciaoc?, = V{X} =0c?
PRINCIPAIS CARACTERISTICAS:
1. Teoricamente, a curva prolonga-se de —00 a +00, sendo que lim f(x) =0 para x tendendo a +00.

2. A area total sob a curva é igual a 1, ou seja: J._If(x)dx -1

3. A curva é simétrica em torno de H, o que faz com que media = mediana = moda. Adicionalmente, temos
também que P(X <H -a) =P(X > [ + a). f(x)

P{xﬂp-ﬂ} P{X}P"'ﬂ}

u X
4. A curva tem dois pontos de inflexdo, respectivamente em H-c e H+G . Cerca de 68% dos valores recaem no
intervalo de um desvio padrao de cada lado da média, 95% recaem no intervalo média + 2 desvios e 99.7%

recaem no intervalo média + 3 desvios.

ﬁas\(\
RN

30

i

2a




MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
4. DISTRIBUICAO NORMAL

Considerando a enorme dificuldade de calcularmos probabilidades pela integracdo da Funcdo de Densidade de

Probabilidade (fdp) para as infinitas combinagdes de valores de H e 6+, utiliza-se a DISTRIBUIGAO NORMAL PADRAO
ou REDUZIDA, definida conforme a seguir.

DisTRIBUICAO NORMAL PADRAO
Seja Z a variavel com distribuicdo normal com média = 0 e variancia = 1, geralmente denotada por N(0;1). Neste
caso (lembrando que desvio-padrao = variancia =1) a fdp de Z sera

T f(x
1, L. S 0,39
1 -z

f(z)= —¢e 2
\/ﬂ com a forma:

0 rd
Observe-se a conveniéncia de termos a média igual a zero e o desvio padrao igual a 1, fazendo com que esta
distribuicdo passe a representar os valores de z; como numero de desvios em relacdo a média (origem). Assim,
esta distribuicdo nos permite trabalhar com valores relativos de desvios em relacao a média.

18



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
4. DISTRIBUICAO NORMAL

TRANSFORMACAQ DE UMA DISTRIBUICAO NORMAL N(p;62) PARA A NORMAL PADRAC (ou REDUZIDA) N(0:1)

Qualquer distribuicao normal com média g e desvio padrao ¢ pode ser transformada, para efeito de calculo de
probabilidades, na distribuicdo normal padrao, através de uma mudanca de variavel conforme a seguir.

X_
Z = H
O

TABELAS DA FUNCAO NORMAL PADRAO

Ha varios tipos de tabelas que fornecem as areas (probabilidades) sob a curva NORMAL PADRAO. O tipo mais
comum é a tabela de FAIXA CENTRAL. Este tipo de tabela fornece a area sob a curva normal padrao entre z=0 e
qualquer valor positivo de z. A simetria em torno de z=0 permite-nos obter a area entre quaisquer valores de z,
sejam positivos ou negativos, ndo sem razoavel esfor¢co na identificacdo correta de intervalos.

FUNCOES DO EXCEL PARA A DISTRIBUICAO NORMAL
O Excel disponibiliza as uncdes para calculos com a Distribuicdo Normal:
Funcdo DIST.NORMP.N(z), onde, z: valor da VA Normal Padrdo ou Reduzida.
Esta funcédo retorna a probabilidade P(-0<Z< z) = P(Z< z), p/ qualquer valor de z.
Para um intervalo genérico P(a<z<b), pode-se aplicar F(b) — F(a) diretamente:
P(a<z<b) = DIST.NORMP.N(b) — DIST.NORMP.N(a)

Para P(z>a), usa-se 1 — P(z<a) e portanto P(z>a) =1 — DIST.NORMP.N(a).

19



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
4. DISTRIBUICAO NORMAL

FUNCOES DO EXCEL PARA A DISTRIBUICAO NORMAL
Exemplos do emprego da Fun¢gdo DIST.NORMP.N(2):
a) Calcule P(z <0,85) » DIST.NORMP.N(0,85;1) » = 0,8023 ( ou 80,23%).

b) Calcule P(0 < z < 1,25) » DIST.NORMP.N(1,25;1)-DIST.NORMP.N(0;1) » =
0,3944 (ou 39,44%).

c) Calcule P(z>2,39) » 1-DIST.NORMP.N(2,39;1) » = 0,0084 ou 0,84%0.

d) Calcule P(-2,55 < z < 1,2) » DIST.NORMP.N(1,2;1)-DIST.NORMP.N(-2,55;1)
» =0,8795 ou 87,95%.

Funcdo DIST.NORM.N( x ; média ; desv_padréo ; cumulativo),

Onde x: valor da VA Normal; média: média da VA X ; desv_padré&o: desvio padrao
da VA X ; cumulativo: um valor logico que define o tipo de distribuicao:
VERDADEIRO (1): retorna o valor da funcao de distribuicdo acumulada (FDA)
F(x) = P(X £x) e FALSO (0): retorna o valor da funcéao densidade de probabilidade
(fdp) no ponto x: f(x)

Essa € a funcdo mais completa para tratamento de distribuicdo normal. No caso de
média=0, desvio=1 e cumulativo=1(verdadeiro), esta funcéo retorna o0 mesmo valor
da DIST.NORMP.N 20



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

FUNCOES DO EXCEL PARA A DISTRIBUICAO NORMAL

Funcao INV.NORMP.N(probabilidade),
Retorna o valor z da VA Normal Padrao, abaixo do qual se tem a probabilidade
informada. E o inverso da funcio DIST.NORMP.N(z)

Exemplo do emprego da Funcao INV.NORMP.N (p):
Sendo, P(z<a) = 0,3015 ache “a” » INV.NORMP.N(0,3015)» =-0,524401

Funcao INV.NORM.N( probabilidade ; média ; desv_padrao)
Como no caso acima, é o inverso da funcéo geral DIST.NORM.N(), aplicavel a
qualquer VA Normal X, desde que conhecidos sua média e desvio padrao.

Funcdo PADRONIZAR( x ; média ; desv_padrao)
Retorna o desvio padrdao normalizado z, considerando os argumentos X, media e
desvio padrao, utilizando a férmula ja apresentada: , XK

)

Exemplo do emprego da PADRONIZAR( x ; média ; desv_padrao):

A altura dos alunos de uma escola é normalmente distribuida com media 1,60 m e desvio
padrdo 0,30 m. Calcule a probabilidade de um aluno medir entre 1,50 m e 1,80 m.

z1 =(1,50 - 1,60)/0,30 » PADRONIZAR(1,5;1,6;0,3) » =-0,33

z2 = (1,80 - 1,60)/0,30 » PADRONIZAR(1,8;1,6;0,3) » = 0,67

Logo: P(-0,33<z<0,67) » DISTNORMP.N(0,67;1)-DIST.NORMP.N(-0,33;1) » =0,3779

ou 37,79%
21
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EXERCICIOS DISTRIBUICAO NORMAL
Considere que o peso de um rolo de arame seja normalmente distribuido com media
100 e desvio-padrao 10, ou seja, N(100,10). Entdo o peso (massa) esta em torno de
100 variando enfre £10.
a) Calcular qual a probabilidade que um rolo, retirado ao acaso da producdo, possuir

peso menor ou igual a 110.

22



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

EXERCICIOS DISTRIBUICAO NORMAL
Considere que o peso de um rolo de arame seja normalmente distribuido com media
100 e desvio-padrao 10, ou seja, N(100,10). Entdo o peso (massa) esta em torno de
100 variando enfre £10.
a) Calcular qual a probabilidade que um rolo, retirado ao acaso da producdo, possuir
peso menor ou igual a 110.

ra—

X—p 110-100

-]

10

1

0.po

D.Of

0.02

0.03

004

0.05

0.06

.07

0.08

08413
09643
0.ag40
09032
08182

hanlunlanliaally o
R R L

P(x <110) =P(Z <

0.8434
0.BAES
0.8369
080449
0.8207

0.8401
0.BE8G
0.6E238
0.8085
0.8222

0.8485
0.87043
0.8007
0.808&2
0.823a

Probabilidade de ocomréncia de valores abaixo de Z
110) =028413

Calculando a Prob. Com uso do EXCEL

0.3508
0.a72a
0.3825
0.aogo
n.9251

0.B531
08740
02044
08115
08265

0.B554
0-B7F0
0.8862
08131
00278

0.8577
0.avan
0.3980
0.9147
08282

0.e589
0.ea10
0.eaey
.e162
0.830a

Processo 1:

Processo 2:

DIST.NORM.N(110;100;10;1) = 84,13%

a) PADRONIZAR(110;100;10) =z =1
b) DIST.NORMP.N(1;1) = 84,13%

1,0
0,84

Area=0,84

=1

0,0
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MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

EXERCICIOS DISTRIBUICAO NORMAL
Considere que o peso de um rolo de arame seja normalmente distribuido com media
100 e desvio-padrao 10, ou seja, N(100,10). Entdo o peso (massa) esta em torno de
100 variando enfre £10.

b) Calcular a probabilidade do peso do rolo ser maior que 111,67

24



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

EXERCICIOS DISTRIBUICAO NORMAL
Considere que o peso de um rolo de arame seja normalmente distribuido com media
100 e desvio-padrao 10, ou seja, N(100,10). Entdo o peso (massa) esta em torno de
100 variando enfre £10.

b) Calcular a probabilidade do peso do rolo ser maior que 111,67

5 X—p 111L6-100
T 10

0.00 001 0.02 0.03 0 D4 0.05 0.6 oor 0.8 0 0g

=116

0-3413 08433 08481 0.5485 0483508 0851 {,.EI- 08577 0.8588 08621
0.8643 0D.e865 O0.B838 08708 08720 05740 L0BYFD,) 087280 0.8310 G B30
0848 0D.B369 OEE3E 0307 080825 0.ED44 ; 08980 0.8887 08015
0803z 0Doo49 00086 02082 02000 O08NMs 00137 0.914F7 08162 08177 !
08182 00207 08222 09238 089251 08285 0P02Z7E 09282 0. 30 09300 ] 116

0,13

PR =

P(x >1116)=1-P(Z <111,6) =1- 08770 = 0123

Calculando a Prob. Com uso do EXCEL
Processo 1: 1 - DIST.NORM.N(111,6;100;10;1) = 12,30%

Processo 2: a) PADRONIZAR(111,6;100;10) =Z = 1,16
b) 1 - DIST.NORMP.N(1,16;1) = 12,30%
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MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

EXERCICIOS DISTRIBUICAO NORMAL
Considere que o peso de um rolo de arame seja normalmente distribuido com media
100 e desvio-padrao 10, ou seja, N(100,10). Entdo o peso (massa) esta em torno de
100 variando enfre £10.
c) Calcular a probabilidade do peso do rolo estar entre
120 e 1307
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MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

EXERCICIOS DISTRIBUICAO NORMAL

Considere que o peso de um rolo de arame seja normalmente distribuido com media
100 e desvio-padrao 10, ou seja, N(100,10). Entdo o peso (massa) esta em torno de

100 variando entre £10.

c) Calcular a probabilidade do peso do rolo estar entre

120 e 1307

P(120 < X < 130) = P(x < 130)—P(x > 120) = P(Z < 3)—P(Z > 2) = 09987 — 09772 = 0,0215

™

e

2.0

e

tn
i

3.0

Calculando a Prob. Com uso do EXCEL

Processo 1: DIST.NORM.N(130;100;10;1)-DIST.NORM.N(120;100;10;1) = 2,15%

Processo 2: a) PADRONIZAR(130;100;10) =Z =3
b) PADRONIZAR(120;100;10)=Z =2

¢) DIST.NORMP.N(3:1)-DIST.NORMP.N(2;1) = 2,15%
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MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
5. DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO

E um modelo de distribuicdo continua muito importante para a teoria da
Inferéncia estatistica.

Considere X;, X, X3 ...X,, “N” variaveis aleatorias independentes,
normalmente distribuidas com meédia zero e variancia 1, ou seja, “n”
variaveis tipo normal padrao.

Define-se a variavel aleatoria com distribuicao X2 = Z": ;2
Qui-Quadrado como: 2 = X2+ X,2 + X2+ ... +x2ou " =
onde “Nn” ¢ um parametro da fun¢ao densidade de probabilidade
denominado grau de liberdade e geralmente denotado pela letra grega ¢
(le-se fi), ou eventualmente por gl.

CARACTERISTICAS DA DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO

1.x,°20 2. Média=n 3. Variancia = 2n

4, A funcéo densidade de probabilidade esta representada graficamente
para alguns valores de n:
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MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
5. DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO

Observe gue a medida que n cresce, (ou gl), a funcao de densidade de
probabilidade tende a forma da FUNCAO NORMAL.

fdp QuiGuadrado
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MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

5. DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO

TABELA QUI-QUADRADO

A tabela do Qui-Quadrado em funcéo do grau de liberdade n (ou gl), apresenta o valor
numerico da VA que deixa a sua direita determinada area a, ou seja a = P(X = X)

Para calculo da probabilidade P(X < x), ou seja, area na cauda esquerda da distribuicao,
utiliza-se a propriedade P(X < x) =1 - P(X = x) = 1 — a, conforme ilustrado abaixo.

1. O valor a direita, chamado, ‘ =12 oo ot En
qui-quadrado superior € obtido
na tabela com n =12 e a =0,025.
Logo, x2 = 23,34

ou INV.QUIQUA.CD(0,025;12)

2. O valor da abscissa a esquerda,
Chamado qui-quadrado inferior,
e obtido da tabelacomn =12 ¢

o =1 - 0,025, portanto a =0,975. O 12 3 45 67 B 5 0111213141516 718 1920 2122 T 2425 26 7 2E 29 0 I 32 W 3435

0,025=2,5%

Logo, x? = 4,40
ou INV.QUIQUA.CD(0,975;12)

30



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
5. DISTRIBUICAO QUI-QUADRADO

EXEMPLOS
Qual a probabilidade P(X > 18), sendo n = 25 (sendo n = gl):
Resp: DIST.QUIQUA.CD(18;25) » = 84,24%.

Qual o valor da variavel que gerou a probabilidade 0,8424 ?
Resp: INV.QUIQUA.CD(0,8424;25) » = 18.

6. DISTRIBUICAO T DE STUDENT

E um modelo de distribuigéo continua que se assemelha a distribuicao
normal padrdo N(O ; 1). E utilizada para inferéncias estatlstlcas quando se

tem amostras com tamanhos inferiores a 30 elementos. ~
t —
A distribuicido t de Student, com n v 2
- z n
graus de liberdade é dada por: n

Para valores de n < 30, a distribuico apresenta maior dispersio que z
N(0;1). A medida que n aumenta, t se aproxima cada vez mais de z.
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MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

6. DISTRIBUICAO T DE STUDENT

CARACTERISTICAS DA DISTRIBUICAO t DE STUDENT

1. Média=0

2. Variancia =

3. A distribuicéo é simétrica
em relacéo a média.

4, A comparacao entrete z €
mostrada no grafico ao lado.
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MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
6. DISTRIBUICAO T DE STUDENT

EXEMPLOS

Qualovalorde "t"para:n=10 ; gl=n-1=9 e a=5%. (sendogl=n-1):
Resp: INV.T(0,05;10-1) » =-1,833; para distribuicdo UNICAUDAL .

Resp: INV.T.BC(0,05;10-1) » = 2,262 ; para distribuicdo BICAUDAL.

Se n =10, qual o valor da probabilidade "p" para umt de 1,833 ou P(X =1,833) ?
Resp: 1-DIST.T(1,833;9;1) » = 0,05001 ou 5,0% ; para distribuicio UNICAUDALL.

Se n =10, qual o valor da probabilidade "p" para um t de 2,262 ou P(X = 2,262) ?
Resp: 1-DIST.T.BC(2,262;9) » = 0,05001 ou 5,0% ; para distribuicdo BICAUDAL.

/. DISTRIBUICAO F DE SNEDECOR

Considere duas distribuicoes , a primeira com n graus de liberdade e a
segunda com d graus de liberdade.

A distribuicdo F de Snedecor, também referida como F de Fisher (Snedecor
fol 0 pseuddnimo adotado por Fisher), € definida como: ¥ E

F(n,d) = 1%
Ld
d
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MODELOS PROBABILISTICOS PADROES

/. DISTRIBUICAO F DE SNEDECOR
No caso de n=20 e d=10, a Distribuicao F possui a forma de sua fdp como

mostrado abaixo fdp Distribuigdo F, gl_num=20, gl_den=10

0,008
0,008
0,007
0,008
0,005
0,004
0,00
0,002

0,001

0,000 . L 1 X =

0 1 2 3 4 5

Para fins de utilizacdo da distribuicéo, na pratica tabela-se, para cada par
(n,d), o valor de F que deixa determinada area a sua direita.



MODELOS PROBABILISTICOS PADROES
/. DISTRIBUICAO F DE SNEDECOR

EXEMPLOS

Qual o valor de P(F>x) para o gl_n=20, gl _d=10, sendo x=2,77:

Lembrando que: gl =n—1, ou seja, (gl é igual ao tamanho da amostra menos uma unidade)
Resp: DIST.F(2,774,20;10;FALSO) » =0,0504 ou 5,04%.

Qual o valor critico "X", para o gl_n=20, gl _d=10, sendo a probabilidade p=0,05 ?
Resp: INV.F(1-0,05;20;10) » = 2,774
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